Şiruri de sufixe (Suffix arrays)
Adrian Vladu, Negruşeri Cosmin
Un domeniu important in algoritmica folosită în practică este acela al algoritmilor pe şiruri de caractere. Astfel la concursurile de programare sunt prezente foarte multe probleme de prelucrare şi procesare a unor şiruri de caractere. În cadrul concursurilor şi antrenamentelor mulţi dintre noi s-au lovit de probleme ce s-ar fi rezolvat uşor dacă se reuşea în mod eficient determinarea existenţei unui cuvânt ca subsecvenţă a unui alt cuvânt. Vom prezenta o structura versatilă ce permite acest lucru, înlesnind de multe ori realizarea altor operaţii utile pe un string dat.
Ce sunt şirurile de sufixe (suffix arrays)?

Pentru a avea o idee mai bună despre suffix arrays, vom face înainte o scurtă prezentare a structurii de date numită în engleză trie şi a arborilor de sufixe (suffix trees [1]) care sunt o formă specială a structurii de date trie. Un trie este un arbore menit să stocheze şiruri. Fiecare nod al lui va avea în general un număr de fii egal cu mărimea alfabetului şirurilor de caractere care trebuies stocate. În cazul nostru, cu şiruri ce conţin litere mici ale alfabetului englez, fiecare nod va avea cel mult 26 de fii. Fiecare muchie care porneşte din tată spre fii şi va fi etichetată cu o literă distinctă a alfabetului. Etichetele legăturilor de pe un drum de la rădăcina până la o frunză vor alcătui un cuvânt stocat in arbore. După cum se observă, căutarea existenţei unui cuvânt în această structură de date este foarte eficientă şi se realizează în complexitate O(M), unde M e lungimea cuvântului. Astfel, timpul de căutare nu depinde de numărul de cuvinte pe care trebuie să îl gestioneze structura de date, fapt ce face această structură ideală pentru implementarea dicţionarelor.
Să vedem acum ce este un trie de sufixe:
Dat fiind un string A = a0a1…an – 1, notăm cu Ai =  aiai + 1…an – 1 sufixul lui A care începe la poziţia i. Fie n = lungimea lui A. Trie-ul de sufixe este format prin comprimarea tuturor sufixelor A1…An – 1 într-un trie, ca în figura de mai jos. 
Trie-ul de sufixe corespunzator stringului “abac” este :
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Operaţiile pe această structură se realizează extrem de uşor :
· verificarea dacă un string W este substring al lui A – este suficientă parcurgerea nodurilor, începând din rădăcină şi urmărind muchiile etichetate corespunzător caracterelor din W (complexitate O(|W|))
· căutarea celui mai lung prefix comun pentru două sufixe ale lui A – se aleg nodurile u si v ale trie-ului corespunzătoare sfârşitului celor două prefixe, iar prin aplicarea unui algoritm de găsire a LCA (least common ancestor/cel mai apropiat strămoş comun) se găseşte nodul corespunzător sfârşitului prefixului căutat. De exemplu, pentru “abac” si “ac” se găsesc nodurile 5 si 6. Cel mai apropiat stramoş comun al lor este 2, de unde rezultă prefixul “a”. Autorii va recomandă articolul [2] pentru o rezolvare în O(sqrt(n)), [3] pentru o prezentare accesibilă a unei rezolvări în O(log n) sau O(1), şi articolul [4] pentru un algoritm “state of the art”.
· găsirea celui de-al k-lea sufix în ordine lexicografică -  (complexitate O(n), cu o preprocesare corespunzatoare). De exemplu al 3-lea sufix al şirului abac este reprezentat în trieul nostru de a 3-a frunză.
Deşi ideea unui trie de sufixe este încântătoare la prima vedere, implementarea simplistă în care inserăm pas cu pas  sufixele în structura noastră necesită un timp de ordinul O(n2). Există o structură numită arbore de sufixe[1] care se poate construi in timp liniar faţă de lungimea şirului de caractere. Arborele de sufixe este un trie de sufixe în care lanţurile din care nu ieşeau alte muchii erau comprimate într-o singură muchie (în exemplul de mai sus acestea ar fi lanţurile 2 -3 – 4 – 5 şi 1 – 7 – 8 - 9).  Dar implementarea  algoritmului de complexitate liniară pentru construirea unui arbore de sufixe este anevoioasă, fapt care ne determină să căutăm o altă structură, mai uşor de realizat. 
Să vedem care sunt sufixele lui A, parcurgînd arborele în adâncime.  Având în vedere faptul că la parcurgerea în adâncime trebuie să consideram nodurile in ordinea lexicografic crescatoare a muchiilor care le leaga de tata, obţinem următorul şir de sufixe :

:
Este uşor de observat că acestea sunt ordonate crescător. Pentru memorare, nu este necesar să păstrăm un vector ordonat de sufixe, suficientă fiind păstrarea indicilor fiecărui sufix din şirul ordonat. Pentru exemplul de mai sus obtinem vectorul P = (0, 2, 1, 3) , acesta fiind array-ul de sufixe pentru stringul “abac”.

Cum construim un şir de sufixe(suffix array)?

Prima metoda care ne vine in minte este sortarea tuturor sufixelor lui A folosind un algoritm de complexitate O(n lg n). Însă compararea a două sufixe se face in timp O(n), deci complexitatea finală va fi O(n2lg n). Există totuşi un algoritm relativ uşor de implementat şi înţeles, având o complexitate de O(n lg n). Deşi este asimptotic mai mare decât cel al construcţiei unui arbore de sufixe (suffix tree), în practică timpul de construcţie al unui şir de sufixe este mult mai mic, din cauza constantei care apare în faţa algoritmul liniar. De asemenea, cantitatea de memorie folosită în cazul implementarii cu memorie O(n) este de la 3 pana la 5 ori mai mica decat in cazul unui arbore de sufixe.
Algoritmul se bazează pe menţinerea ordinii sufixelor şirului, sortate după prefixele lor de lungime 2k. Astfel vom executa m = [log2 n] (mărginit superior) paşi, la pasul k stabilind ordinea sufixelor dacă sunt luate în considerare doar primele 2k caractere din fiecare sufix. Se foloseşte o matrice P de dimensiune m x n.  Notam cu Aik subsecvenţa lui A de lungime 2k ce incepe pe pozitia i. Pozitia lui Aik in sirul sortat al subsecvenţelor Ajk  (j = 1, n) se pastreaza in P(k, i).
Pentru a trece de la pasul k la pasul k + 1 se concatenează toate secveţele Aik cu Ai+2^k k , obţinându-se astfel substringurile de lungime 2k+1. Pentru stabilirea ordinii se folosesc informaţiile obţinute la pasul anterior. Pentru fiecare indice i se păstrează o pereche de întregi formată din P(k, i) si P(k, i + 2^k) . Nu trebuie să ne preocupe faptul că i + 2k poate pica în afara şirului, deoarece vom completa şirul cu pseudocaracterul “$”, despre care vom considera că este lexicografic mai mic decât oricare alt caracter. În urma sortării, perechile vor fi aranjate conform ordinii lexicografice a substringurilor de lungime 2k+1 corespunzătoare. Un ultim lucru care mai trebuie notat este că la un anumit pas k, pot exista două (sau mai multe) substringuri Aik = Ajk, iar acestea trebuie etichetate identic(P(k, i) trebuie sa fie egal cu P(k, j)). O imagine spune mai mult decat o mie de cuvinte : 
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Iată un pseudocod ce sugerează paşii principali ce trebuie urmaţi :
n ← lungime(A)

pentru i ← 0, n – 1

P(0, i) ← poziţia în şirul ordonat al caracterelor lui A a lui Ai
cnt ← 1
pentru k ← 1, [log2n] (mărginit superior)

pentru i ← 0, n – 1


L(i) ← (P(k – 1, i) , P(k – 1, i + cnt)  , i)

sortează L

calculează P(k, i) , i = 0, n - 1


cnt ← 2 * cnt
De remarcat că nu este neparat necesară o anumită numerotare a substringurilor, atât timp cât între ele este păstrată o relaţie de ordine valida. În vederea atingerii complexităţii O(n lg n) pentru sortare se recomanda folosirea metodei radix sort (de două ori sortare prin numarare),  aceasta având complexitate O(n). Însă, pentru uşurarea implementării, se poate folosi functia sort() din STL(Standard Template Library, o librărie ce conţine unele structuri de date şi algoritmi în limbajul C++). Deşi complexitatea va creşte la O(n lg2 n) în cazul cel mai defavorabil, implementarea devine simţitor mai simplă, iar în practică diferenţele sunt abia sesizabile pentru şiruri cu lungime mai mica decat 100 000.
Mai jos puteţi vedea o implementare extrem de scurtă pentru suffix array in O(n lg2 n).

# include <cstdio>

#include <cstring>

#include <algorithm>

using namespace std;

#define MAXN  65536

#define MAXLG 17

char A[MAXN];

struct entry {

    int nr[2], p;

} L[MAXN];

int P[MAXLG][MAXN], N, i, stp, cnt;

int cmp(struct entry a, struct entry b)

{

    return a.nr[0] == b.nr[0] ? (a.nr[1] < b.nr[1] ? 1 : 0) : (a.nr[0] < b.nr[0] ? 1 : 0);

}

int main(void)

{

    gets(A);

    for (N = strlen(A), i = 0; i < N; i ++)

        P[0][i] = A[i] - 'a';

    for (stp = 1, cnt = 1; cnt >> 1 < N; stp ++, cnt <<= 1)

    {

        for (i = 0; i < N; i ++)

        {

            L[i].nr[0] = P[stp - 1][i];

            L[i].nr[1] = i + cnt < N ? P[stp - 1][i + cnt] : -1;

            L[i].p = i;

        }

        sort(L, L + N, cmp);

        for (i = 0; i < N; i ++)

            P[stp][L[i].p] = i > 0 && L[i].nr[0] == L[i - 1].nr[0] && L[i].nr[1] == L[i - 1].nr[1] ? P[stp][L[i - 1].p] : i;

    }

    return 0;

}
Şirul de sufixe se va găsi pe ultima linie a matricei P. Căutarea celui de-al k-lea sufix în ordine lexicografica este acum imediată, deci nu vom reveni asupra acestui aspect.
Cantitatea de memorie folosită poate fi redusă renunţând la folosirea întregii matrice P si păstrîndu-se la fiecare pas doar ultimele două linii ale acesteia. În acest caz, însă, structura nu va mai fi capabilă să execute eficient operaţia ce urmează.
Calcularea celui mai lung prefix comun (LCP)
Se dau două sufixe ale unui string A. Se cere calcularea celui mai lung prefix comun al lor. Am arătat ca un  arbore de sufixe poate realiza aceasta în timp O(1) cu o preprocesare corespunzătoare. Să vedem dacă un şir de sufixe poate atinge aceeaşi performanţă.
Fie cele două sufixe Ai si Aj. Folosind matricea P, putem itera descrescător de la cel mai mare k pana la 0 şi verifica daca Aik = Ajk. Dacă cele doua prefixe sunt egale, am găsit un prefix comun de lungime 2k. Nu ne ramane decat sa actualizam i si j, incrementându-le cu 2k şi să verificăm in continuare dacă mai găsim prefixe comune.
Codul funcţiei care calculeaza LCP este foarte simplu :

int lcp(int x, int y)

{

    int k, ret = 0;

    if (x == y) return N - x;

    for (k = stp - 1; k >= 0 && x < N && y < N; k --)

        if (P[k][x] == P[k][y])

            x += 1 << k, y += 1 << k, ret += 1 << k;

    return ret;

}
Complexitatea este insa O(lg n) pentru un calcul al acestui prefix. Reducerea la O(1) se bazeaza pe următoarea observatie : lcp(x, y) = min { lcp(x, x + 1), lcp(x + 1, x + 2), … lcp(y – 1, y) }. Demonstratia este imediata daca ne uitam in arborele de sufixe corespunzator. Aşadar, este suficient ca la început să calculăm cel mai lung prefix comun între toate perechile de sufixe consecutive (timp O(n lg n)) şi să introducem o structură adiţională ce permite calculul in O(1) al minimului dintr-un interval. Cea mai eficientă astfel de structura este cea pentru RMQ(range minimum query), despre care nu vom da detalii aici, dar care este studiata în amănunt în [3], [4] şi [5]. Cu încă o preprocesare in O(n lg n) cerută de noua structură putem acum să raspundem in O(1) query-urilor lcp. Structura folosită de RMQ cere tot O(n lg n) memorie, aşadar timpul şi memoria finale necesare sunt O(n lg n).
Căutarea
Deoarece şirul de sufixe ne oferă ordinea sufixelor lui A, căutarea unui string W în A se poate face simplu cu o căutare binara. Deoarece compararea se face în O(|W|), căutarea va avea complexitatea O(|W| lg n). Lucrarea [6]   oferă structurii de date şi algoritmului de căutare câteva rafinamente ce permit reducerea timpului la O(|W| + lg n), dar autorii nu consideră că acestea sunt folositoare în concursurile de programare.
Probleme de concurs

Autorii au încercat să adune cât mai multe probleme ce pot fi rezolvate cu ajutorul şirurilor de sufixe. Parcurgerea tuturor problemelor la prima citire, ar putea fi greoaie pentru un cititor care a avut primul contact cu această structură de date citind acest articol. Pentru a uşura lectura problemele sunt aşezate într-o ordine crescătoare a dificultăţilor.
Problema 1: parola ascunsă (acm 2003 enunţ modificat)

Considerăm un şir de caractere de lungime n (1 <= n <= 100000). Să se determine rotaţia lui cilculară lexicografic minimă. De exemplu, rotaţiile sirului de caractere “alabala” sunt:

alabala

labalaa

abalaal

balaala

alaalab
laalaba

aalabal

iar cea mai mică dintre ele în ordine lexicografică este aalabal.

Soluţie:

De obicei, în probleme unde apare rotaţia unui şir dat, putem să ne folosim de trucul de a concatena şirului de caractere acelaşi şir pentru a simplifica problema. După această transformare problema ne cere subsecvenţa lexicografică minimă de lungime n a noului şir. Ordinea subsecvenţelor de lungime n ale unui şir este egala cu ordinea sufixelor determinate de subsecvenţele date, deci ne putem folosi de arborii de sufixe pentru a rezolva această problemă.

O problemă asemanatoare a fost propusă de unul dintre autori la concursul Bursele Agora, ediţia 2003-2004, care se putea rezolva pe aceiaşi idee. Implementarea trebuia facută atent pentru soluţia oficială era o rezolvare eficientă ce nu folosea această structură de date.
Problema 2: sir (baraj 2004) 
Se consideră un şir c1c2...cn format din n(1 ( n ( 30 000)) caractere din mulţimea {A, B}. Concatenăm şirul cu el însuşi şi obţinem un şir de lungime 2n. Pentru un indice k (1≤k≤2n) considerăm subsecvenţele de lungime cel mult n, care se termină pe poziţia k, iar dintre acestea fie s(k) subsecvenţa cea mai mică în ordine lexicografică. Determinaţi indicele k pentru care s(k) are lungimea cea mai mare. Nota suplimentara : fie X şi Y doua şiruri oarecare, iar « o » operatia de concatenare. In aceasta problema se va considera ca X > X o Y.
Soluţie:

Şirul cǎutat este prima permutare circularǎ in ordine lexicografica a sirului dat. Notam cu Sik substringul de lungime k ce incepe la pozitia i. Fie Sin cel mai mic substring in ordine lexicografica de lungime n al sirului obtinut prin concatenare.  Presupunand prin absurd ca s(i + n - 1) < n ar insemna ca exista un i’ (i < i’ ≤ j) astfel incat Si’ j – i’ + 1 este lexicografic mai mic decat Sin. Dar din conditia impusa de enunt avem Si’j-i’+1 > Si’n. Dar Si’n > Sin => contradictie.
   Desi exista un algorirm de complexitate O(n) pentru aceasta, metoda preferata de autor (şi cu care a obtinut punctaj maxim in timpul concursului) a fost folosirea sirurilor de sufixe, ca in problema anterioara.

Problema 3: substr (baraj 2003) 
Se dǎ un text format din N caractere (litere mari, litere mici şi cifre). Un substring al acestui text este o secvenţǎ de caractere care apar pe poziţii consecutive în text. Fiind dat un numǎr K, sǎ se gǎseascǎ lungimea celui mai lung substring care apare în text de cel puţin K ori (1 ( N ( 16384).
Soluţie:

Avand sufixele textului sortate, iteram cu o variabila i de la 0 la N – K si calculam cel mai lung prefix comun intre sufixul i si sufixul i + K – 1. Prefixul maxim determinat în cursul acestei parcurgeri reprezintă soluţia problemei.

Problema 4: ghicit (baraj 2003)
Tu şi cu Ţăranul jucaţi un joc neinteresant. Tu ai un şir de caractere mare. Ţăranul iţi spune un alt şir de caractere, iar tu trebuie să răspunzi cât mai repede dacă şirul respectiv este sau nu o subsecvenţă a şirului tău.

Ţăranul  îţi pune multe întrebări şi, fiindcă eşti informatician, te-ai gândit că ar merge mai repede dacă ai şti dinainte toate şirurile despre care te poate întreba.

Înainte de a face toată acestă muncă te-ar interesa numărul total de subsecvenţe distincte ale şirului tău, ca să ştii dacă are sens să te apuci de acestă treabă sau nu.

Scrieţi un program care află numărul de subsecvenţe distincte ale unui şir de caractere dat. (1 ( lungimea şirului ( 10 000)

Soluţie:

Această problema ne cere, de fapt, să calculăm numărul de noduri (fără rădăcină) ale trie-ului de sufixe asociat unui string. Fiecare secvenţă distinctă din şir este determinată de drumul unic pe care îl parcurgem în trie-ul de sufixe când căutăm acea secvenţă. Pentru exemplul abac avem secvenţele a, ab, aba, abac, ac, b, ba, bac şi c, acestea sunt determinate  de drumul de la rădăcina trieului spre nodurile 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 şi 9 în această ordine.  Cum construcţia trie-ului de sufixe are complexitate pătratică , iar construirea unui arbore de sufixe este anevoioasă, este preferabilă o abordare prin prisma  şirurilor de sufixe. Obţinem şirul sortat de sufixe în O(n lg n), dupa care căutăm poziţia în care fiecare pereche de sufixe consecutive diferă (folosind functia lcp) şi adunam la solutie restul caracterelor. Complexitatea totală este O(n lg n).

Problema 5: seti (ONI 2002 – enunţ modificat)

Se dă un string de lungime N (1(N(131072) şi M stringuri de lungime cel mult 64. Se cere să se numere apariţiile fiecărui string din cele M in stringul mare.

Soluţie:

Se procedează ca la şiruri de sufixe, numai că este suficient să ne oprim după pasul 6 unde am calculat relaţia de ordine între stringurile de lungime 26 = 64. Având substringurile de lungime 64 sortate, fiecare query este rezolvat cu două căutări binare. Complexitatea algoritmului este O(N lg 64 + M * 64 * lg N) = O(N + M lg N).
Problema 6: subsecvenţa comună (olimpiada poloneză 2001 şi topcoder 2004 enunţ modificat)

Se dau trei şiruri de caractere S1 , S2  şi S3, de lungimi m, n şi p ( 1 <= m, n, p <= 10000), să se determine subsecvenţa de lungime maximă care este comună celor trei şiruri. De exemplu dacă S1 = abababca S2 = aababc şi S3= aaababca, atunci subsecvenţa comună maximă pentru cele trei şiruri ar fi ababc.

Soluţie:

Dacă ar fi vorba doar de două şiruri de lungimi mai mici am putea rezolva uşor problema folosind metoda programarii dinamice, astfel soluţia pentru două ar avea rezolvarea de complexitate O(n^2).

O altă idee ar fi să luăm fiecare sufix al şirului S1 şi să încercăm să îi găsim potrivirea de lungime maximă în celelalte două şiruri. Potrivirea de lungime maximă rezolvată naiv ar avea complexitatea O(n^2), dar folosind algoritmul KMP [8], putem obţine prefixul maxim al unui şir ce se găseşte ca subsecvenţă în al doilea şir în O(n), iar utilizând această metodă pentru fiecare sufix al lui S1 am avea o soluţie de complexitate O(n^2).
Să vedem ce se întâmplă dacă sortăm sufixele celor trei şiruri:

a$

abababca$

ababca$

abca$

bababca$

babca$

bca$

ca$

aababc#

ababc#

abc#

babc#

bc#

c#

a@

aaababca@

aababca@

ababca@

abca@

babca@

bca@

ca@

Acum interclasăm prefixele celor trei şiruri (considerăm $ < # < @ < a …):
a$

a@

aaababca@

aababc#

aababca@

abababca$

ababc#

ababca$

ababca@

abc#

abca$

abca@

bababca$

babc#

babca$

babca@

bc#

bca$

bca@

c#

ca$

ca@

Subsecvenţa comună maximă corespunde prefixelor comune maxime pentru cele trei sufixe ababca$, ababc#

şi ababca@. Să vedem unde apar ele în şirul sortat al tuturor sufixelor:

a$

a@

aaababca@

aababc#

aababca@

abababca$

ababc#
ababca$
ababca@
abc#

abca$

abca@

bababca$

babc#

babca$

babca@

bc#

bca$

bca@

c#

ca$

ca@

De aici ne vine ideea că soluţia se află ca o secvenţă i..j a şirului sortat de sufixe cu proprietatea că secvenţa conţine cel puţin câte un sufix din fiecare şir, iar prefixul cel mai lung comun al primului sufix din secvenţă cu ultimul sufix din secvenţă este maxim, acest cel mai lung prefix este chiar soluţia problemei. Alte subsecvenţe comune ale celor trei şiruri ar fi prefixe comune pentru cate o subsecvenţa a şirului de sufixe sortat, de exemplu bab pentru bababca$ babc# babca$, sau a pentru a$ a@ aaababca@ aababc#.

Pentru a găsi această secvenţă de prefix comun maxim putem folosi o parcurgere cu doi indici, start şi end, în care start merge de la 1 pâna la numărul de sufixe, iar end este cel mai mic indice mai mare decât start astfel ca între start şi end să fie sufixe din toate cele trei şiruri, în acest fel perechea [start, end] va da şi peste secvenţa optimă [i..j]. Această parcurgere este liniară pentru că start ia n valori iar end va fi incrementat de maxim n ori.
Pentru a sorta şirul tuturor sufixelor nu este nevoie de a sorta mai întâi sufixele fiecărui şir şi apoi să interclasăm sufixele, ci putem să facem mult mai simplu şi mai eficient concatenând cele trei şiruri în unul singur  ( pentru exemplu avem abababca$aababc@aaababca#) şi sortând sufixele acestuia.
Problema 7: cel mai lung palindrom (usaco training gate)

Se dă un şir de caractere S de lungime n (n <= 20000) determinaţi subsecvenţa de lungime maximă care este şi palindrom (un şir de caractere este palindrom dacă este egal cu şirul oglindit).
Soluţie:
Dacă vrem să determinăm pentru un index fixat i, care este cel mai mare palindrom centrat în i atunci ne interesează prefixul maxim al subsecvenţei S[i+1..n]  care se potriveşte cu prefixul subsecvenţei S[1..i] reflectate! Pentru a rezolva cu uşurinţă această problema sortăm împreună şi sufixele şirului cu prefixele reflectate ale şirului (lucru care se face uşor concatenănd şirul S$ cu şirul S oglindit S’) şi vom efectua întrebări de cel mai lung prefix comun pentru S[i+1] şi S’[n – i + 1] ( S’[n-i+1] = S[1..i]), la care putem raspunde folosind şiruri de sufixe în timp O(1). Astfel putem rezolva problema în complexitatea O(n log n). Să observăm că am tratat aici doar cazul în care palindromul e de lungime pară, dar cazul în care palindromul are lungime impară se tratează analog.
Problema 8: template (Olimpiada poloneză de informatica 2004 – enunţ modificat)
Pentru un string A dat, să se găsească lungimea minimă a unui substring B cu proprietatea că A poate fi obţinut prin lipirea între ele a mai multor stringuri B (la lipire două stringuri se pot suprapune, dar în locurile în care se suprapun caracterele celor doua stringuri trebuie să coincidă).
Exemplu : ababbababbabababbabababbababbaba

Rezultat : 8
Stringul B de lungime minimă este “ababbaba”

A poate fi obţinut din B astfel :

ababbababbabababbabababbababbaba

ababbaba

     ababbaba

            ababbaba

                   ababbaba

                        ababbaba

Soluţie:

Cea mai simplă soluţie foloseşte şiruri de sufixe, un arbore echilibrat şi un max-heap. Este evident că şablonul căutat este un prefix al lui A. Avand şirul de sufixe ale lui A sortat în ordine lexicografică vom adauga, pe rând, câte un caracter la stringul B. La fiecare pas vom menţine doi pointeri L si R, reprezentând primul şi ultimul sufix din şir ce îl au prefix pe B. Arborele echilibrat va conţine tot timpul poziţiile de început ale sufixelor conţinute între L si R, iar heap-ul va conţine distanţele între elemente consecutive ale arborelui. Când introducem in B un nou caracter, prin două cautari binare obtinem noile L’ respective R’ cu L ( L’ si R’ ( R. De asemenea avem grijă să actualizam arborele şi heapul. Introducem caractere in B atata timp cat cel mai mare(primul) element din heap este mai mic sau egal cu lungimea lui B.
Lungimea finala a lui B ne ofera rezultatul căutat. Complexitatea este O(n lg n), unde n este lungimea lui A. 
Soluţie2 (Mircea Paşoi):

Pentru şirul de caractere S, calculam pentru fiecare i de la 1 la n lungimea celui mai lung prefix al lui S cu S[i..n]. Aceasta se poate face folosind şiruri de sufixe.

De exemplu dacă avem S şirul nostru şi T şirul de potriviri maxime ale sufixelor atunci:
S = a b b a a b b a a

T = 9 0 0 1 5 0 0 1 1
Pentru toate lugimile k posibile ale şablonului (1 <= k <= n) verificăm dacă distanţa maximă d între indicii a celor mai depărtate două elemente de valori mai mari sau egale cu k în şirul T nu este mai mare decât k. De exemplu:

k=9: 9 - - - - - - - -    => d=9, este bine.

k=8: 9 - - - - - - - -    => d=9, nu este bine.

k=7: 9 - - - - - - - -    => d=9, nu este bine.

k=6: 9 - - - - - - - -    => d=9, nu este bine.

k=5: 9 - - - 5 - - - -    => d=5, este bine.

k=4: 9 - - - 5 - - - -    => d=5, nu este bine.

k=3: 9 - - - 5 - - - -    => d=5, nu este bine.

k=2: 9 - - - 5 - - - -    => d=5, nu este bine.

k=1: 9 - - 1 5 - - 1 1    => d=3, nu este bine.
Cea mai mică valoare al lui k pentru care distanta d este suficient de mică este lungimea şablonului căutat (în cazul prezentat k = 5). 

Pentru a obţine un algoritm de complexitate bună trebuie să facem pasul asta eficient putem sa folosim un arbore de intervale, să mergem cu k de la 1 la n şi să scoatem elemente din arbore de mărime mai mică decât k, şi la fiecare pas să actualizăm arborele pentru a putea răspunde la întrebari de genul care e distanţa maximă între două elemente ce există acum în structură. Algoritmul are complexitatea O(n log n). Pentru o prezentare amănunţită a arborilor de intervale vă recomandăm articolele [9] şi [10].
Problema 9: (olimpiada baltică de informatică 2004)
Un şir de caractere S se numeşte repetiţie (K, L) dacă S se obţine prin concatenarea de K >= 1 ori  a unui şir T de lungime L >= 1. De exemplu şirul

                        S = abaabaabaaba

       este o repetiţie (4, 3)  cu 

                           T = aba, astfel şirul T are lungimea trei şi S se obţine repetându-l pe T de patru ori. Având un şir de caractere U format din caractere ‘a’ şi/sau ‘b’ de lungime n (1 <= n <= 50000), voi trebuie să găsiţi o repetiţie (K, L) care apare ca subsecvenţă a lui U astfel încât K să fie cât mai mare. De exemplu şirul 

                         U = babbabaabaabaabab, conţine repetiţia (4, 3) S începând de pe poziţia cinci. Aceasta este şi repetiţia maximă pentru că şirul nu mai conţine nici o altă subsecvenţa care să se repete de mai mult de patru ori. Dacă şirul conţine mai multe soluţii cu acelaşi K, puteţi să o returnaţi pe oricare.
Soluţie:

Vrem să vedem pentru L fixat cum găsim pe cel mai mare K astfel ca în şirul U să avem o subsecvenţă S repetiţie (K, L). Să vedem un exemplu: U = babaabaabaabaaab L = 3 şi o subsecvenţa fixată X = aab ce începe pe poziţia patru a şirului U. Putem încerca să extindem secvenţa aab la ambele capete cat mai mult posibil prin repetarea ei aşa cum vedem mai jos:

b a b a a b a a b a a b a a a b

a a b a a b
  a b a a b a a b a a b a a b a
Extinzând în acest mod cât mai mult în stânga secvenţa noastră şi apoi extinzănd la dreapta prefixul de lungime L (în exemplul nostru prefixul de lungime trei) al secvenţei obţinute, găsim cea mai lungă repetiţie a unui şir de caractere de lungime L cu proprietatea că repetiţia conţine ca subsecvenţă şirul X (dacă repetiţia este (1, L) atunci ce am afirmat înainte nu este adevarat, dar acesta e un caz trivial) . Acum observăm că pentru a identifica toate repetiţiile (K, L) cu L fixat din şirul U, este suficient să partiţionăm şirul în n/L bucăţi şi să extindem aceste bucăţi. Remarcăm că dacă va fi posibil să realizăm acest lucru pentru fiecare bucată în O(1) algoritmul final va avea complexitate O(n/1 + n/2 + n/3 + .. + n/n) (daca nu va e clar aici, fiecare bucată se poate repeta in totalitate sau doar parţial în stânga sau în dreapta, iar noi nu vom extinde fiecare bucată separat ci bucăţile adiacente le vom reuni într-o nouă bucată, deci dacă avem p bucăţi consecutive de aceeaşi dimensiune, vom vedea extinderile lor maxime în timp O(p)). Dar ştim (sau poate nu) din clasa a XI-a că şirul 1 + ½ + 1/3  + ¼ + … + 1/n – ln n converge spre o constanta c numită constanta lui Euler, iar c < 1, de aici tragem concluzia că O(1 + ½ + … + 1/n) = O(ln n) deci algoritmul în cazul în care extinderile maxime pot fi calculate uşor  ar avea complexitatea O(n log n).
Acum intervin în rezolvarea noastră arborii de sufixe. Ca să vedem cu cât putem extinde cel mai mult subsecvenţa U[i..j] a şirului U la dreapta, practic ne intereseaza cel mai lung prefix comun al subsecvenţei U[i..j] cu cel al subsecvenţei U[j+1 .. n]. Pentru a extinde cât mai mult la stânga e suficent să inversăm şirul U şi am ajuns la aceiaşi problema. Problema celui mai lung prefix comun a două secvenţe am vazut că se rezolvă în O(1) cu ajutorul şirurilor de sufixe. 
Astfel avem nevoie de crearea şirului de sufixe, etapă ce o rezolvăm în complexitate O(n log n) şi apoi de efectuarea algoritmului explicat anterior care are complexitatea O(n log n), deci algoritmul are complexitate totală O(n log n).

Problema 10: (acm SEER 2004)

Având un şir de caractere S dat, se cere ca pentru fiecare prefix al lui să se determine dacă e un şir de caractere periodic. Astfel pentru fiecare  i (2 <= i <= N) ne interesează cel mai mare K > 1 (dacă există un asemenea K) cu proprietatea că prefixul lui S de lungime i poate fi scris ca şi A^k, adică A concatenat de k ori, pentru un şir de caractere A. Ne interesează şi acel k. (0 <= N <= 1000000)

Exemplu:  aabaabaabaab
Rezultat:

2 2

6 2

9 3

12 4
Explicaţie: prefixul aa are perioada a; prefixul aabaab are perioada aab; prefixul aabaabaab are perioada aab iar prefixul aabaabaabaab are perioada aab.
Soluţie:
Să vedem ce se întâmpla când încercăm să potrivim un şir cu un sufix de al lui.

Luăm un şir şi îl împărţim în două, obţinând un prefix şi un sufix
S  =  aab aabaabaaaab
suf = aab aabaaaab

pre = aab

Dacă sufixul se potriveşte cu şirul iniţial pe un număr de caractere >= |pre| înseamnă că pre este şi un prefix al sufixului înseamnă că putem împărţi şi sufixul în prefix şi sufix1, iar şirul putem să îl împărţim în prefix, prefix şi sufix1. Dacă şirul de potriveşte cu sufixul pe un număr de caractere >= 2|pre| atunci sufixul se potriveşte cu sufix1 pe un număr de caractere >= |pre| deci sufix1 poate fi scris ca prefix şi sufix2, deci sufix poate fi scris ca prefix prefix sufix2, iar S poate fi scris ca prefix prefix prefix sufix2.
S    = aab aab aab aaaab
suf  = aab aab aaaab

suf1 = aab aaaab

pre = aab

Observăm astfel că dacă şirul S se potriveşte cu sufixul lui cel puţin k * |prefix| caractere, atunci S are un prefix de lungime (k + 1) * |prefix| care este periodic.

Folosindu-ne de structura de date şiruri de sufixe,  putem afla pentru fiecare sufix potrivirea maximă cu şirul iniţial. Dacă sufixul al i-lea se potriveşte cu şirul pe primele k * (i – 1) poziţii atunci putem actualiza informaţia care spune dacă prefixele de dimensiune j * (i – 1) (unde 2 <= j <= k) sunt periodice. Pentru fiecare sufix Si actualizarea tuturor informaţiilor are complexitate maximă O(n/(i – 1)). Astfel algoritmul are complexitate O(n log n).
Se poate face o rezolvare în O(n) folosind o idee similară şi algoritmul KMP dar aceasta nu se încadrează în scopul articolului.
Menţionăm că în timpul concursurilor autorii prefera soluţiile O( n log^2 n) mai lente ca şi complexitate, dar mai uşor de implementat şi care folosec O(n) memorie, ca timp cele două tipuri de soluţii vor fi comparabile, iar în concurs simplitatea soluţiei uşurează implementarea şi depanarea.

Din cele prezentate putem trage câteva concluzii: şirurile de sufixe sunt o structură de date uşor de implementat şi foarte utilă, în ultimii ani apar la concursuri multe probleme care necesită cunoaşterea acestora şi a treia concluzie ar fi ca polonezii au probleme foarte dure la olimpiade ;).
Sperăm că acest articol vă va fi de folos şi că de acum încolo şirurile de sufixe vor fi la îndemâna oricui are nevoie să le folosească într-un concurs de informatică. Autorii pot fi contactaţi pentru eventuale nelămuriri la adresele menţionate mai jos.
azotlichid@yahoo.com
cosminn@gmail.com
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