Algoritmul lui Euclid extins

Se intalnesc multe probleme care — in ultima instanta se reduc la urmatorul
enunt:

Fiind date doua numere naturale a si n prime intre ele, sa se afle
un numar natural x astfel incat

a-x=1 (modn)

Numarul x este tnversul lui a modulo n. Existenta lui rezulta imediat din teorema

Teorema 1 Fund date doua numere naturale a,n, exista doua numere intregi x,y
unic determinate, astfel incat

a-r+n-y=d
unde d = (a,n).

Demonstratia este cunoscuta si se bazeaza pe Algoritmul lui Euclid. O

Daca se ia d = 1 si se considera calculele modulo n, se ajunge la afirmatia ceruta.
In multe situatii n este prim, ceea conduce la concluzia ca in aceste cazuri, orice
numar din Z, \ {0} = {1,2,...,n — 1} admite invers.

Problema este de a construi un algoritm de complexitate cat mai mica, care sa
determine inversul unui numar (daca acesta exista).

Un astfel de algoritm poate fi generat tot pe baza algoritmului lui Euclid.

Sa reamintim intai algoritmul lui Euclid (forma clasica):
Fie ro,m1 € N*. Se efectueaza secventa de impartiri succesive:

To = q171 + T2 0<T’2<7’1
T1 = (@org + T3 0<T’3<7’2

: (1)
Tm—2 = qm-1Tm-1 1+ "m 0< Tm < Tm—1

m—1 = dmTm-

Deoarece (ro,rm1) = (r1,72) = ... = (Fm—1,Tm) = Tm, rezulta ca cel mai mare
divizor comun dintre rg si r este r,.
Sa definim acum sirul tg,t4,...,t,, astfel:
to=0, t, =1
tj = tj_g — Qj—ltj—l (mod 7"0), ] Z 2 (2)

Teorema 2 Pentru 0 < j < m avem r; = t;1 (mod ry) unde r; sit; sunt definite
de (1) respectiv (2).



Demonstratie: Se foloseste o inductie dupa j.

Pentru 7 = 0 si 7 = 1 afirmatia este banala.

O presupunem adevarata pentru j = ¢ —1gi j =i —2 (i > 2) si sd o aratam
pentru j = 4. Toate calculele se fac modulo 7.

Conform ipotezei de inductie, r;_o = t;_or1, ;1 = t;_1t;. Acum:

Ty = Ti—g — Qi—1Ti—1 = ti—oT1 — @i—1tisiry = (ticg — Gi—17i—1)T1 = tiry. 0

Corolar 1 Dacd (ro,71) = 1 atunci t,, = r;* mod rg.

Se poate da acum algoritmul extins al lui Euclid care pentrun > 1si b € Z, \ {0}
va determina x = b~ mod n (daca existd).

1. ng«mn, bg«—0b, to«—0, t—1
g
A A
bo
3. while r >0do
3.1. temp«—tyg—q-t
3.2. if temp > 0 then temp «— temp mod n
else temp <« n — ((—temp) mod n)

3.3. ng<« by, bg— 1, tg«—t, t— temp
n

3.4. q« [ﬂ,?ﬂ—no—q-bg
bo

4. if by # 1 then b nu are inversa mod n
else b~ (mod n) = t.

Exemplul 1 Sd calculam 2871 mod 75, folosind algoritmului lui Euclid extins. Vom
avea pe rand:

ng bp g r to t temp
75 28 2 19 0 1 73
2819 19 1 73 3
9 9 2 1 73 3 67
9 1 9 0 3 67

Deci 2871 mod 75 = 67.

Un studiu al complexitatii arata ca avem de-a face cu un algoritm de complexitate
logaritmica.



Teorema chineza a resturilor

Apar multe probleme de genul: Sa se gaseasca un numar care impartit la x sa
dea restul a, impartit la y sa dea restul b etc.

Modalitatea matematica de rezolvare se bazeaza pe Teorema chineza a res-
turilor:

Teorema 3 Se dau numerele py,ps,...,p, prime intre ele si fie n = pips...p,.
Atunci sistemul de ecuatii

r=a; (modp;), I<i<r
are solutie comund in intervalul [0,n — 1].

Demonstratie: Pentru fiecare i, (p;,n/p;) = 1; deci exista numerele yy, 42, . .., Yn
astfel Incat

n -y = 1 (mod p;).

pi

Ele pot fi aflate folosind algoritmul lui Euclid extins.
De asemenea, pentru j # i, deoarece p;|(n/p;), avem

n
— - y; = 0 (mod p;).
(2
Alegem
n
r=>Y —-y;-a; (modn)
i=1Di
Pentru orice i, x este o solutie a ecuatiei z = a; (mod p;) deoarece in Z,, avem
n
r= —-Y;  a; = Q. O

(2

Exemplul 2 Fier =3, py =7, po = 11, p3 = 13, deci n = 1001. Notand m; = E,
avem my = 143, my = 91 si mg = 77. Folosind algoritmul lui Fuclid extms,p;e
obtine yy =5, yo =4, y3 = 12.
Solutia generala este atunci
r="T15-ay + 364 - as + 924 - ag (mod 1001).
De exemplu, pentru sistemul

r=>5(mod7), x=3(modll), x=====10 (mod 13)

formula de sus da
x=T15-54364-3+ 924 - 10 (mod 1001) = 13907 (mod 1001) = 894.
Verificarea se realizeaza reducand x modulo 7, 11 13.
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Probleme:

1. Fiind dat un numar n € (1,10%), (n,2) =1,(n,5) = 1, s& se afle inversul lui
modulo 10%.

2. Fiind dat un numér n € [2,10%), si se determine doud numere naturale a,b
astfel incat
a-b=1 (modn)

iar |a — b| sa fie minim.

3. Fie numerele ay, as, as, by, b, by, n1, no, ng din intervalul [2,10%]. Stiind cA sis-
temul de ecuatii

mr + b = 0 (mod ny)
ayt + by = 0 (mod ns)
ast + by = 0 (mod n3)

are solutie in [1,107], sa se giseascd aceasta solutjie.
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