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Problema 3: Xnumere - solugie
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1. 10p-ok™)

Se genereaza toate solutiile cu Backtracking.

2. 30p-O(N [K)

Se observad recurenta urmatoare : Dlillj] _ numarul de siruri de lungime i cu fix j numere
distincte.

Dli|lj]=Dli —1][j]0j+Dli -1][j - 1] K ~ j+1). in primul caz adiugdm la pasul i un element deja
in multimea {1..7} iarin al 2-lea addugdm un element care se afld in multimea {j+1...K}. Starea

initiald este D[OHO}:I . Raspunsul se afla in D[NHX} .

3. 60p — O( log{N) « K° )
Notam

Optimizand solutia de 30 de puncte obtinem o matrice M de dimensiune K*K , in care M [i H’ } =i

=LK g M -1 = K-9+1, oricare /=2 K Daca inmultim matricea M cu vectorul coloana

. e A a . ) VA . MmN .
R(0) obtinem R(1). Utilizdnd inductia, R (1) = *R(1-1). Din *R(0) vom obfine
N
R(N). Pe linia X a vectorului R vom obtine raspunsul cautat . Vom calcula M folosind

(N12] (N12] (N12) N (N12]
exponentierea rapida de matrice (M - M x* M M™ - M

M\N/Z]

cand N e par .
* M, pentru N impar)

Fie d[i] = numarul de sir-uri de lungime N formate din fix i numere distincte cu valori intre 1 si i. Pentru
a calcula d[i], vom considera toate sirurile de lungime N cu valori intre 1 §i i (in numar de i%) §i vom
elimina din acestea pe cele care nu sunt formate din fix i numere distincte. Pentru orice j <1, stim d[j] =
numdrul de siruri de lungime N cu fix j numere distincte cu valori intre 1 si j si putem astfel calcula
numarul de siruri de lungime N cu fix j numere distincte cu valori intre 1 si i ca fiind d[j] * combli][j],
unde combli][j] reprezintd numarul de moduri de a alege j valori din i variante posibile. Ca urmare a
acestor observatii obtinem relatia de recurenta:

Z i |-combi]| j]

Avem comb|[K][X] moduri de a alege X valori distincte din cele K si d[X] siruri de lungime N cu X
valori distincte intre 1 si X, deci numarul total de siruri de lungime N cu X valori distincte intre 1 51 K
va fi determinat de numarul de moduri de a alege X numere distincte din cele K tnmultit cu d[X]:

d[X] * comb[K][X].
5. 100p—0( X log(N)

Dupa analiza atenta a problemei, se observa ca rezultatul este de fapt S[N, X] * A[K, X], unde S[N, X]
sunt numerele lui Stirling de speta a doua (in cate moduri putem imparti N obiecte in X clase) si A[K,
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X] sunt aranjamente de K luate cate X (in cate moduri putem alege X obiecte din K in conditiile in care
ordinea elementelor alese conteazd). Sd presupunem cd avem valorile si ordinea celor X numere fixate:
v[1], v[2], ..., V[X]. SN, X] reprezintd numarul de moduri de a mparti cele N pozitii In X seturi
distincte, fiecare set corespunzand unuia din cele X numere. Daca o pozitie face parte din set-ul i, atunci
valoarea de pe pozitia respectivad va fi v[i]. Numarul de moduri de a fixa sirul de valori v[1], v[2], ...,
v[X] este dat de A[K, X].

SIN, X] se poate calcula in timp O(X log N) folosind principiul includerii si excluderii.
1 & =
s x| = < [Z(‘l)X ! Tomb| x| j]
. ]:

Demonstratia este simpld, dar nu triviala. O schitd a uneia poate fi gasita in [1], sub capitolele Onto
functions si Stirling Numbers of the Second Kind.

comb[X][j] se poate calcula in timp logaritmic din comb[X][j — 1] utilizdnd inverse modulare.

A[K, X] se poate calcula in O(X) ca produs de (K- X+ 1) * ... * K.

[1] http://www.rhitt.com/courses/367/sp03/docs/inclusion_exclusion.pdf



